
Amit 問題 (解答例)
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第3章

3.1 3章の問題

1.

2.

3.

4.

Tt1t2{J + δJ} = T

[
exp

(
i

∫ t2

t1

(J(x) + δJ(x))Φ̂(x)d4x

)]
= T

[
exp

(
i

∫ t2

t1

J(x)Φ̂(x)d4x+ i

∫ t2

t1

δJ(x)Φ̂(x)d4x

)]
= T

[
exp

(
i

∫ t2

t1

δJ(x)Φ̂(x)d4x

)
exp

(
i

∫ t2

t1

J(x′)Φ̂(x′)d4x′
)]

≈ T

[(
1 + i

∫ t2

t1

δJ(x)Φ̂(x)d4x

)
exp

(
i

∫ t2

t1

J(x′)Φ̂(x′)d4x′
)]

= T

[
exp

(
i

∫ t2

t1

J(x)Φ̂(x)d4x

)]
+ T

[
i

∫ t2

t1

δJ(x)Φ̂(x)d4x exp

(
i

∫ t2

t1

J(x′)Φ̂(x′)d4x′
)]

= Tt1t2{J}+
∫ t2

t1

δJ(x)T
[
iΦ̂(x)Tt1t2{J}

]
(3.1)

2行目から 3行目の式変形には、時間順序積の関係 T [ÂB̂] = T [B̂Â] を使った (これは、同時刻で可
換でない演算子があるときには成り立たない。この問題の場合は、[Φ̂(x0,x), Φ̂(x0,y)] = 0 なので、
T [ÂB̂] = T [B̂Â] で問題ない。)

5. まず、問題で与えられた式から∫
Dϕ

δ

δϕ(y)

[
ϕ(x) exp

(
−
∫

L(ϕ)dx′
)]

=

∫
Dϕδ(x− y) exp

(
−
∫

L(ϕ)dx′
)
+

∫
Dϕϕ(x)

δ

δϕ(y)

[
exp

(
−
∫

L(ϕ)dx′
)]

= 0

(∵ δϕ(x)/δϕ(y) = δ(x− y)) (3.2)

ところで∫
Dϕϕ(x)

δ

δϕ(y)

[
exp

(
−
∫

Ldx′
)]

=

∫
Dϕϕ(x)

(
− δ

δϕ(y)

∫
Ldx′

)
exp

(
−
∫

Ldx′′
)

(3.3)
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ここで、

L =
1

2
(∂ϕ)2 + P (ϕ2) (3.4)

であることと、

δ

δϕ(y)

∫
(∂ϕ(x′))2dx′ = 2

∫
∂ϕ(x′)

δ(∂ϕ(x′))

δϕ(y)
dx′ = 2

∫
∂ϕ(x′)∂

(
δϕ(x′)

δϕ(y)

)
dx′

= 2

∫
∂

{
∂ϕ(x′)

δϕ(x′)

δϕ(y)

}
dx′ − 2

∫
∂2ϕ(x′)

δϕ(x′)

δϕ(y)
dx′

= −2

∫
∂2ϕ(y)

δϕ(x′)

δϕ(y)
dx′ = −2

∫
∂2ϕ(y)δ(x′ − y)dx′ (3.5)

(表面積分の寄与を 0とした)、および

δ

δϕ(y)
P (ϕ2(x′)) =

δ(ϕ2(x′))

δϕ(y)

δ

δ(ϕ2(x′))
P (ϕ2(x′)) = 2ϕ(x)δ(x′ − y)P ′(ϕ2(x′)) (3.6)

を使うと、 ∫
Dϕϕ(x′)

δ

δϕ(y)

[
exp

(
−
∫

L(ϕ)dx′
)]

=

∫
Dϕϕ(x)

(
∂2ϕ(y)− ϕ(y)P ′(ϕ2(y))

)
exp

(
−
∫

L(ϕ)dx′′
)

(3.7)

したがって、(3.2), (3.3),(3.7) より、

∂2
y⟨ϕ(x)ϕ(y)⟩ − ⟨ϕ(x)ϕ(y)P ′(ϕ2(y))⟩ = −δ(x− y) (3.8)

6.

7.

∂0⟨0|T [Φ̂(x)T{J}]|0⟩

= ∂0⟨0|T [Φ̂(x) exp
(
i

∫
J(x′)Φ̂(x′)d4x′

)
]|0⟩ = ∂0⟨0|T [Φ̂(x) exp

(
i

∫ ∞

−∞
Ŵ (x′0)x

′
0

)
]|0⟩

= ∂0⟨0|T [exp
(
i

∫ ∞

x0

dx′0Ŵ (x′0)

)
Φ̂(x0,x) exp

(
i

∫ x0

−∞
dx′′0Ŵ (x′′0)

)
]|0⟩

= ⟨0|T [exp
(
i

∫ ∞

x0

dx′0Ŵ (x′0)

){
−iŴ (x0) +

˙̂
Φ(x0,x) + iŴ (x0)

}
exp

(
i

∫ x0

−∞
dx′′0Ŵ (x′′0)

)
]|0⟩

= ⟨0|T [exp
(
i

∫ ∞

x0

dx′0Ŵ (x′0)

)
˙̂
Φ(x0,x) exp

(
i

∫ x0

−∞
dx′′0Ŵ (x′′0)

)
]|0⟩ (3.9)

(ここで

Ŵ (y0) ≡
∫

d3yJ(y)Φ̂(y) (3.10)

と置いた。また関係する演算子は同時刻で交換する ([Φ̂(x0,x), Φ̂(x0,y)] = 0) ので、時間順序積で
T [B̂Â] = T [ÂB̂] を使うことができて通常の演算規則が使える。)
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もう一回時間微分する時、同時刻で Φ(x0,x
′) と Φ̇(x0,x) が交換しないことに注意して、

∂2
0⟨0|T [Φ(x)T{J}]0⟩

= ⟨0|T [exp
(
i

∫ ∞

x0

dx′0Ŵ (x′0)

){
−iŴ (x0)

˙̂
Φ(x0,x) +

¨̂
Φ(x0,x) +

˙̂
Φ(x0,x)iŴ (x0)

}
exp

(
i

∫ x0

−∞
dx′′0Ŵ (x′′0)

)
]|0⟩

= ⟨0|T [exp
(
i

∫ ∞

x0

dx′0Ŵ (x′0)

){
¨̂
Φ(x0,x)− i

∫
d3x′J(x0,x

′)[Φ̂(x0,x
′),

˙̂
Φ(x0,x)]

}
exp

(
i

∫ x0

−∞
dx′′0Ŵ (x′′0)

)
]|0⟩

= ⟨0|T [
{
¨̂
Φ(x0,x)− i

∫
d3x′J(x0,x

′)[Φ̂(x0,x
′),

˙̂
Φ(x0,x)]

}
exp

(
i

∫ ∞

−∞
dx′′0Ŵ (x′′0)

)
]|0⟩

= ⟨0|T [∂2
0Φ̂(x)T{J}|0⟩ − i

∫
d3x′J(x0,x

′)⟨0|T [[Φ̂(x0,x′),
˙̂
Φ(x0,x)]T{J}]|0⟩ (3.11)

8. まず、以下のことを示す。 [
f

(
δ

δJ(y)

)
, J(x)

]
= δ(x− y)f ′

(
δ

δJ(y)

)
(3.12)

(a) [
δ

δJ(y)
, J(x)

]
= δ(x− y) (3.13)

(b) [(
δ

δJ(y)

)n

, J(x)

]
= δ(x− y)n

(
δ

δJ(y)

)n−1

(3.14)

を仮定する。すると、[(
δ

δJ(y)

)n+1

, J(x)

]
=

[(
δ

δJ(y)

)(
δ

δJ(y)

)n

, J(x)

]
=

(
δ

δJ(y)

)[(
δ

δJ(y)

)n

, J(x)

]
+

[(
δ

δJ(y)

)
, J(x)

](
δ

δJ(y)

)n

=

(
δ

δJ(y)

)
δ(x− y)n

(
δ

δJ(y)

)n−1

+ δ(x− y)

(
δ

δJ(y)

)n

= δ(x− y)(n+ 1)

(
δ

δJ(y)

)n

(3.15)

(c) 数学的帰納法より、一般に[(
δ

δJ(y)

)n

, J(x)

]
= δ(x− y)n

(
δ

δJ(y)

)n−1

(3.16)

が成立。

これから f(x) が　 Taylor 展開可能な関数ならば、(3.12) が成り立つ。
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(3.12)を使うと、 [
exp

{
i

∫
F

(
−i

δ

δJ(y)

)}
d4y, J(x)

]
=

∫
δ(x− y)F ′

(
−i

δ

δJ(y)

)
d4y exp

{
i

∫
F

(
−i

δ

δJ(y′)

)
d4y′

}
= F ′

(
−i

δ

δJ(x)

)
exp

{
i

∫
F

(
−i

δ

δJ(y)

)
d4y

}
(3.17)

9.

[Φ̂+(x), Φ̂−(y)] = i∆+(x− y)

=
1

(2π)3

∫
d4kδ(k2 +m2)θ(k0) exp(ik(x− y)) (3.18)

つまり、

∆+(x) =
−i

(2π)3

∫
d4kδ(k2 +m2)θ(k0) exp(ikx) (3.19)

10.

∆c(x− y) = −θ(x0 − y0)∆
+(x− y)− θ(y0 − x0)∆

+(y − x) (3.20)

が Klein-Gordon 方程式の Green 関数であることを示す。

(a) まず、

∆+(x0,−x) =
−i

(2π)3

∫
d4kδ(k2 +m2)θ(k0) exp(−ik0x0) exp(ik · (−x))

=
−i

(2π)3

∫
d4k′δ(k′

2
+m2)θ(k′0) exp(−ik0x0) exp(i(−k′) · (−x))

= ∆+(x0,x) (3.21)

(1行目から 2行目で k′ = (k0,−k) と変数変換した）

(b) 次に、微分演算子Kx ≡ m2 − ∂2 について

Kx∆
+(x) =

−i

(2π)3
Kx

∫
d4kδ(k2 +m2)θ(k0) exp(ikx)

=
i

(2π)3

∫
d4k(k2 +m2)δ(k2 +m2)θ(k0) exp(ikx) = 0 (3.22)

(ここで yδ(y) = 0 を使った。)

(c)

∂x0∆
+(x) =

−i

(2π)3
∂x0

∫
d4kδ(k2 +m2)θ(k0) exp(ikx)

=
−i

(2π)3

∫
d4kδ(k2 +m2)θ(k0)(−ik0) exp(ikx)

=
−1

2(2π)3

∫
d3x exp(−iω(k)x0) exp(ik · x) (3.23)
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(上式の 2行目から 3行目では δ(k2 +m2) = δ((ω(k) + k0)(ω(k) − k0)) =
1

2ω(k)(δ(ω(k + k0) +

δ(ω(k − k0)); ω(k) =
√
m2 + k2 を使い、さらに k0 について積分した。)

同様にして

∂x0∆
+(−x) =

1

2(2π)3

∫
d3x exp(iω(k)x0) exp(−ik · x) (3.24)

すると、

∂x0∆c(x)

= −δ(x0)∆
+(x)− θ(x0)∂x0∆

+(x) + δ(−x0)∆
+(−x)− θ(−x0)∂x0∆

+(−x)

= −θ(x0)∂x0∆
+(x)− θ(−x0)∂x0∆

+(−x)

(∵式 (3.21) からδ(x0)(∆
+(x)−∆+(−x)) = 0) (3.25)

さらに、

∂2
x0
∆c(x) = −δ(x0)∂x0∆

+(x)− θ(x0)∂
2
x0
∆+(x) + δ(−x0)∂x0∆

+(−x)− θ(−x0)∂
2
x0
∆+(−x) (3.26)

従って、

Kx∆c(x) = −δ(x0)∂x0∆
+(x)− θ(x0)Kx∆

+(x) + δ(−x0)∂x0∆
+(−x)− θ(−x0)Kx∆

+(−x)

= −δ(x0)∂x0∆
+(x) + δ(−x0)∂x0∆

+(−x)

= δ(x0)δ
3(x) = δ4(x) (3.27)

(ここで、1行目から 2行目では (3.22)を、2行目から 3行目では (3.23),(3.24) 使った。)　

11. まず階段関数のフーリエ変換は

θ(t) =
i

2π

∫ ∞

−∞
dω

exp(−iωt)

ω + iϵ
(0 < ϵ ≪ 1) (3.28)

したがって

θ(x0)∆
+(x) =

1

(2π)4

∫ ∞

−∞
dω

exp(−iωx0)

ω + iϵ

∫
d4kδ(k2 +m2)θ(k0) exp(ikx)

=
1

(2π)4

∫ ∞

−∞
dωd3k

exp(−i(ω + ω(k))x0)

2ω(k)(ω + iϵ)
exp(ik · x)

=
1

(2π)4

∫ ∞

−∞
d4k

exp(−ik0x0)

2ω(k)(k0 − ω(k) + iϵ)
exp(ik · x)

=
1

(2π)4

∫ ∞

−∞
d4k

1

2ω(k)(k0 − ω(k) + iϵ)
exp(ikx) (3.29)

上の式の 1行目から 2行目の式変形には δ(k2 +m2) = δ((ω(k) + k0)(ω(k) − k0)) =
1

2ω(k)(δ(ω(k +

k0) + δ(ω(k − k0)); ω(k) =
√
m2 + k2 を使っている。また 2行目から 3行目では k0 = ω + ω(k) と

変数変換した。
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同様にして、

θ(−x0)∆
+(−x) =

1

(2π)4

∫ ∞

−∞
d4k

1

2ω(k)(k0 − ω(k) + iϵ)
exp(ik(−x))

=
1

(2π)4

∫ ∞

−∞
d4k

1

2ω(k)(−k0 − ω(k) + iϵ)
exp(ikx) (3.30)

(k → −k と変数変換し、ω(−k) = ω(k) を使った。) 従って、

∆c(x) =
1

(2π)4

∫ ∞

−∞
d4k

1

2ω(k)

(
1

k0 − ω(k) + iϵ
+

1

−k0 − ω(k) + iϵ

)
exp(ikx)

=
1

(2π)4

∫ ∞

−∞
d4k

1

ω(k)2 − k20 − iϵ′
exp(ikx) (0 < ϵ′ ≪ 1)

=
1

(2π)4

∫ ∞

−∞
d4k

1

k2 +m2 − iϵ′
exp(ikx) (3.31)

12.

13.

∆R(x) = −θ(x0)∆(x), ∆(x) = ∆+(x)−∆+(−x) (3.32)

1回時間微分して

∂0∆R(x) = −δ(x0)∆(x)− θ(x0)∂0∆(x) = −θ(x0)∂0∆(x) (3.33)

(ここで (3.21) を使っている。) さらに時間微分すると

∂2
0∆R(x) = −δ(x0)∂0∆(x)− θ(x0)∂

2
0∆(x) (3.34)

Kx∆R(x) = −δ(x0)∂0∆(x)− θ(x0)Kx∆(x) = −δ(x0)∂0∆(x) (3.35)

(ここで (3.22) 式を使った。) さらに (3.23) 式　を使うと、

Kx∆R(x) = δ(x0)δ
3(x) = δ4(x) (3.36)

∆A(x) = θ(−x0)∆(x) (Amit の定義はミスプリ)についても同様な手順でKx∆A(x) = δ4(x)

14.

Φ̂IN (x) = Φ̂+
IN (x) + Φ̂−

IN (x) (3.37)

⟨0|[Φ̂IN (x), Φ̂IN (y)]|0⟩ = ⟨0|[Φ̂+
IN (x) + Φ̂−

IN (x), Φ̂+
IN (y) + Φ̂−

IN (y)]|0⟩
= ⟨0|[Φ̂+

IN (x), Φ̂−
IN (y)]|0⟩+ ⟨0|[Φ̂−

IN (x), Φ̂+
IN (y)]|0⟩

= i∆+(x− y)− i∆+(y − x)

= i∆(x− y) (3.38)

ここで、⟨0|[Φ̂+
IN (x), Φ̂+

IN (y)]|0⟩ = ⟨0|[Φ̂−
IN (x), Φ̂−

IN (y)]|0⟩ = 0 および、問題 3-9 を使った。
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15. Campbell-Baker-Haussdorf の式

exp
(
Â+ B̂

)
= exp(Â) exp(B̂) exp

(
−1

2
[Â, B̂]

)
. (3.39)

で、実数 t とし Â = tX̂, B̂ = tŶ として代入して式変形すると、交換子 [Â, B̂] が c 数なので、

exp(tX̂) exp(tŶ ) = exp

(
t(X̂ + Ŷ ) +

t2

2
[X̂, Ŷ ]

)
. (3.40)

を得る。ところで

d

dt

(
exp

(
t(X̂ + Ŷ ) +

t2

2
[X̂, Ŷ ]

))
=

(
X̂ + Ŷ + t[X̂, Ŷ ]

)(
exp

(
t(X̂ + Ŷ ) +

t2

2
[X̂, Ŷ ]

))
. (3.41)

これに (3.40)を代入すると、

d

dt

(
exp(tX̂) exp(tŶ )

)
= X̂ exp(tX̂) exp(tŶ ) + exp(tX̂)Ŷ exp(tŶ )

=
(
X̂ + Ŷ + t[X̂, Ŷ ]

)(
exp(tX̂) exp(tŶ )

)
. (3.42)

右から exp(−tŶ ) をかけて

X̂ exp(tX̂) + exp(tX̂)Ŷ =
(
X̂ + Ŷ + t[X̂, Ŷ ]

)
exp(tX̂) (3.43)

両辺整理すると
exp(tX̂)Ŷ − Ŷ exp(tX̂) = [exp(tX̂), Ŷ ] = t[X̂, Ŷ ] exp(tX̂) (3.44)

Â′ = Ŷ , B̂′ = tX̂ とすると、
[Â′, exp(B̂′)] = [Â′, B̂′] exp(B̂′) (3.45)

(ここで、交換子 [Â′, B̂′] が c 数を使っている)
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