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1. 序

フラストレーションは近年、場の理論的アプローチや数値計
算（DMRG)などによる解明が進んできた。しかし、整合ー
非整合遷移は残された困難な問題の一つである。

（量子エンタングルメントとも関連？）

1. 非整合領域の発生

2. (VBS点で)相関距離最小（直積状態）

3. 相関関数の挙動が 2次元 Ornstein-Zernicke型から 1次
元 Ornstein-Zernicke型に移り変わること

4. エッジ状態

について統一的説明を試みる。
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1. 序

整合-非整合 (C-IC)遷移を起こすモデル

次近接相互作用のある S=1/2量子スピン鎖

H =
∑

j

(SjSj+1 + αSjSj+2),

(αD = 1/2で厳密解)

S=1 bilinear-biquadratic量子スピン鎖

H =
∑

j

(SjSj+1 + α(SjSj+1)
2),

(αD = 1/3で厳密解、VBS状態),

次近接相互作用のある S=1量子スピン鎖
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1. 序

相関関数の挙動

1. 整合領域

〈S0Sn〉 ≈ (−1)nn−1/2 exp(−n/ξ(α))

2. Disordered point at
α = αD(αD = 1/2forS = 1/2, αD = 1/3forS = 1)

〈S0Sn〉 ≈ (−1)n exp(−n/ξ(α))

3. 非整合領域

〈S0Sn〉 ≈ (−1)n cos(q(α)n)n−1/2 exp(−n/ξ(α))

フラストレーションによる整合-非整合遷移 – p.5/40



1. 序

相関関数はいずれも指数関数的に減衰するが、細かく見ると

1. 非整合領域での波数の変調 q(α)

2. 整合領域、非整合領域どちらも 1+1次元（2次元）
Ornstein-Zernicke型（変形ベッセル関数）

G(~n) =

∫

exp(i~q · ~n)d2q

~q2 + ξ−2
= 2πK0(|n|/ξ),

で、漸近的に n−1/2 exp(−n/ξ(α))）。

3. 整合ー非整合領域の間の disordered pointでは、純粋な
指数関数型減衰。

であり、これらに関する統一的理解が必要。

フラストレーションによる整合-非整合遷移 – p.6/40



1. 序

1995年までは、整合ー非整合遷移点と VBS点とは異なると
いう認識

なお、この問題に対する場の理論的考察もある。
G. Fáth and A. Sütõ: Phys. Rev. B 62 (2000) pp. 3778.
しかし、VBS点では相関距離が極めて短いので、連続近似が
有効かどうか？

また、後で見るように彼らの予想は数値計算とは合わない。
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2. 整合ー非整合遷移の特異性

U. Schollwöck, Th. Jolicoeur, and T. Garel: Phys. Rev.
B, Vol. 53 (1996) pp. 3304.

A. Kolezhuk, R. Roth and U. Schollwöck: Phys. Rev.
Lett., Vol. 77 (1996) pp. 5142

A. Kolezhuk, R. Roth and U. Schollwöck: Phys. Rev. B,
Vol. 55 (1997) pp. 8928

彼らは、DMRG による数値計算と、1次元古典系での整合ー

非整合遷移の類推から、以下の結論を得た。
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2. 整合ー非整合遷移の特異性

1. 整合ー非整合領域の境界はちょうど VBS point. 彼らはこ
れを disordered point (αD)と呼んだ。

2. 整合領域側からは

dξ(α)

dα
|αD = −∞

3. 非整合領域側からは

dq(α)

dα
|αD = ∞

4. 非整合領域で

q(α) ∝ (α − αD)σ, σ ≈ 1/2
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2. 整合ー非整合遷移の特異性

α

ξ
(a)

q

α

(b)

Figure 1: 相関距離 (a)と変調波数 (b)の挙動
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2. 整合ー非整合遷移の特異性

有限温度の 1次元古典系イジングモデルで次近接相互作用の
ある問題の整合ー非整合遷移からの類推

つまり、相関関数をフーリエ変換したもの（静的構造因子）
を複素平面に解析接続して扱い、極の挙動から以上の結果を
説明しようと試みた。

しかし、単純な極の挙動では、2次元 Ornstein-Zernicke型の
説明など辻褄が合わない。

実際、disordered 点 αD 近傍での相関関数の正確な形がわか

らないため、数値計算の解析に不定性残る。
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3. 構造因子の解析性

KN : J. Phys. Soc. Jpn, Vol.72, (2003) pp. 476

構造因子（相関関数のフーリエ変換）

S(q) ≡
∑

n

exp(iqn)(−1)n〈S0Sn〉.

q を複素平面に拡張し、特異点を調べる。

フラストレーションによる整合-非整合遷移 – p.12/40



3. 構造因子の解析性

1. 整合領域

S(q) ∝ 1
√

q2 + m2
.

2. VBS的な点 (αD)

S(q) ∝ 1

q2 + m2
.

3. 非整合領域

S(q) ∝ 1
√

(q − q(α))2 + m2
+

1
√

(q + q(α))2 + m2
.

これら 3つの表現は、連続的にはつながらない。
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3. 構造因子の解析性

分岐点と極による解釈:

次のような関数を考慮

f(z) ≡ (z2 − d)−1/2,

(d実数)

1. d > 0
z = ±

√
dに 2つの分岐線

2. d = 0
z = 0に極

3. d < 0
z = ±i

√
−dに 2つの分岐線
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3. 構造因子の解析性

物理的な仮定

1. S(q)は代数的特異点を除いて正則

2. S(q)は実軸上で実数 (S(q) = S̄(q̄)).

3. パリティより, S(q) = S(−q).

4. S(q)は αD 近傍でパラメータ αの解析関数

5. αD で S(q)は 2つの極であらわされる

6. 特異点、分岐線は実軸を横切らない
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3. 構造因子の解析性

(a)
(b)

(c)

Figure 2: (a)整合領域、 (b) αD、 (c)非整合領域

整合領域：実軸に近い特異点が S(q)の |q| � 1の挙動を支配
=⇒
相関関数の長距離の挙動
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3. 構造因子の解析性

(特異性による)構造因子は

Ssing(q) = Af(q + m̃i)f(q − m̃i)(1)

Ssing(q) = A
i

2m̃
[f(q + m̃i) − f(q − m̃i)](2)

の 2つの可能性がある。
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3. 構造因子の解析性

次に実数のパラメータ A, m̃, dが α − αD の解析関数であるこ
と考慮して、

d = d1(α − αD) + d2(α − αD)2 + O((α − αD)3),

m̃ = m̃0 + m̃1(α − αD) + O((α − αD)2).

従って、非整合波数 qIC は

qIC =
√

α − αD

√

d1 + d2(α − αD),(3)
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3. 構造因子の解析性

構造因子に対する予想で (1),(2)のどれが正しいか確認するた
めに数値計算。

1. DMRGでの相関関数。
(a) 相関距離は短いが、非整合波数も小さいため大きな系
を扱う必要。

(b) 端からの影響避ける必要。
(c) 相関関数はエネルギー固有値に比べ数値精度低い。

2. （自由境界条件の）エッジ状態でのエネルギー固有値
(a) 数値精度は高い。
(b) 実軸からの距離の違う特異点、近距離のデータも重要。
(c) 構造因子と関連つける必要。
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4. グリーン関数、構造因子、エッジ状態

E. Sørensen and I. Affleck: Phys. Rev. B Vol. 49 (1994)
pp.15771
グリーン関数を

G(q, κ) =
1

κ2 + g(q)

と置くと、構造因子は

S(x, τ) =

∫

dκdq

(2π)2
exp(iqx + iκτ)G(q, κ)

静的構造因子は

S(q) = lim
τ→0

∫

dκ

2π
G(q, κ) =

1
√

g(q)
(4)
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4. グリーン関数、構造因子、エッジ状態

一方、エッジ状態に関しては

Seff = (−1)Lλ2~S1·~SL

∫

dτ1dτL
dκdq

(2π)2
G(q, κ) exp(iq(L−1)+iκ(τL−τ1))

(λ実数、後で問題に)
したがって、エッジ状態の singlet-triplet ギャップは

∆EST (L − 1) = (−1)Lλ2

∫

dq

2π

exp(iq(L − 1))

g(q)
(5)
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4. グリーン関数、構造因子、エッジ状態

1. 具体的に (1)式に対しては

∆EST = (−1)Lλ2A2 exp(−m̃(L − 1))

4m̃
√

d
√

m̃2 + d
sin(

√
d(L − 1) + φ(m̃, d))

= (−1)LA′ exp(−m̃(L − 1)) sin(
√

d(L − 1) + φ(m̃, d))

ここで φ(m̃, d) = arctan(
√

d/m̃)

2. (2)式に対しては

∆EST = (−1)Lλ2A2 exp(−m̃(L − 1))

4m̃2
√

d
sin(

√
d(L − 1))

= (−1)LA′ exp(−m̃(L − 1)) sin(
√

d(L − 1))

3. 整合領域では d < 0だが、単純に sin(ix) = i sinh(x)など
と解析接続すれば済む。 フラストレーションによる整合-非整合遷移 – p.22/40



4. グリーン関数、構造因子、エッジ状態

なお、(2)式に対しては上反面にのみ特異性を持つ成分と下半

面にのみ特異性を持つ成分を分離して扱った。
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5. 格子構造

これまでは、格子の構造を考えていなかった。また、（無限遠
を除く）複素平面上すべてで正則関数となるものも考慮して
いなかった。格子の構造を取り入れるために、構造因子に
S(q) = S(q + 2π)という要請をおくと、

S(q) =
∞
∑

j=−∞

Ssing(q + 2πj) + Sreg(q),(6)

となる。ここで Ssing は特異点からの寄与、
Sreg(q)は周期性を持つ正則関数

Sreg(q) ≡
∞
∑

j=−∞

aj cos(jq).
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6. 数値計算

KN and T. Murashima: J. Phys. Soc. Jpn, Vol. 74 (2005)
Suppl. pp. 42
+現在執筆中

S=1 bilinear-biquadratic (BLBQ)スピン鎖

H =
N
∑

j=1

hj , hj = SjSj+1 + α(SjSj+1)
2

以下自由境界条件とする。

αD = 1/3 (S = 1/2) ⊗ (S = 1/2) = (S = 0) ⊕ (S = 1)

singlet pair

free spin
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6. 数値計算

∆EST = Etriplet − Esinglet (Openboundarycondition)

(1),(2)式から ∆EST は

1. α固定したばあい、N について（減衰）振動

2. N 固定したばあい、αについて振動
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6. 数値計算

(2)の関数形を仮定して ∆EST のゼロ点から qIC(αn(N)) = πn
N

でデータを整理すると、

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0.35  0.4  0.45  0.5  0.55

AKLT(1/3)

q I
C

α
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qIC ∝ √
α − αD のユニバーサルな曲線に乗る。
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6. 数値計算

変調波数 qIC のパラメータ依存性

q2
IC = d1(α − αD) + d2(α − αD)2 の関数形では、

d1 = 11.230 ± 0.010, d2 = −65.76 ± 0.8

これは、(2)を支持 ( cf. (1)では 1/Nの補正)。
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6. 数値計算
相関長 ξ,係数A

log

˛

˛

˛

˛

∆EST(L)

sin(qIC(L − 1))

˛

˛

˛

˛

= log A −
L − 1

ξ
??

-20

-18

-16

-14

-12

-10

-8

4 6 8 10 12 14 16

lo
g(

E
/s

in
(q

ic
(L

-1
))

)

L-1

a+b*x

-18

-16

-14

-12

-10

-8

-6

4 6 8 10 12 14 16

lo
g(

E
/s

in
(q

ic
(L

-1
))

)

L-1

a+b*x

-18

-16

-14

-12

-10

-8

-6

4 6 8 10 12 14 16

lo
g(

E
/s

in
(q

ic
(L

-1
))

)

L-1

a+b*x

-18

-16

-14

-12

-10

-8

-6

-4

4 6 8 10 12 14 16

lo
g(

E
/s

in
(q

ic
(L

-1
))

)

L-1

a+b*x

フラストレーションによる整合-非整合遷移 – p.29/40



6. 数値計算
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6. 数値計算
非整合領域 (α > αD)
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A
A^2

sqrt(x)

0

0.25

0.5

0 0.01 0.02

qI
C

��� � �

qic_zero
g(x)=qic

0.9

1.0

0 0.01 0.02

1/ln3

�

��� � �
�
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6. 数値計算
整合領域 (α < αD)

qC(α) = qIC(|α − αD|), sin(iqC) =⇒ sinh(qC)

0

0.25

0.5

0-0.014

A

A
A^2

sqrt(|x|)

0

0.25

0.5

0-0.014

qC

g(x)=qc

0.9

0-0.014

1/ln3

=⇒非整合領域の結果と滑らかにつながる！
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6. 数値計算

相関長 ξ

0.9

1

-0.01 0 0.01 0.02

1/ln3

�

� � � �

�
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6. 数値計算

係数A

-0.5

0

0.5

-0.01 0 0.01 0.02

A

� � � �

A
A

A^2
-A^2
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7. 結論

エッジ状態の振舞い (VBS点の近くで)

∆EST(L) = A sin(qIC(L − 1))e−(L−1)/ξ, (α > αD)

∆EST(L) = A sinh(qC(L − 1))e−(L−1)/ξ, (α < αD)

から、整合-非整合遷移は対になって存在する極の運動として捉えるこ
とができる。

非整合波数 q =⇒ 極間の距離 (/2、極と重心との距離)

相関長 ξ =⇒ 一組の極の重心の実軸からの距離 (の逆数)

1/ξ
q

1/ξ
commensurate incommensurate

q

※ここでいう相関長は通常の意味と違う。
普通は、実軸に近い方の極と実軸との距離の逆数で定義される。
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7. 結論

S(q)の積の形 (1)について同様の解析を行なったが、う
まくいかない。

=⇒ S(q)の形は f(z)の積の形ではなく、差の形 (2)で
ある。

Ssing(q) = A
i

2m̃
[f(q + m̃i) − f(q − m̃i)]

=⇒Fáth-Sütõの結果×
※G. Fáth and A. Sütõ: P. R. B 62 (2000) 3778

λ2 ∝ α − αD: Sørensen-Affleckの議論に修正必要。

S=1/2 NNNのモデル: 零点の分布については同様な結果。
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8. 今後の課題

(DMRGなどで)相関関数を直接扱ってみる · · ·関数形が
複雑になるので厄介。

他のモデル (S=1 NNNなど)における整合-非整合遷移に
ついて考察する。

S=1/2 NNNのモデルで、Green関数の議論拡張する必要
S =1ではマグノン
S =1/2ではスピノン

磁化プラトーのある系などへの応用。

高次元への拡張

4体相互作用のある量子梯子系
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A. Sørensen-Affleckの議論

※E. S. Sørensen and I. Affleck, P. R. B 49(1994),15771

出発点⇒非線形 σ モデル

L =
1

2

(

∂~φ

∂t

)2

− 1

2

(

∂~φ

∂x

)

− m2

2
~φ2(6)

~φ(2i + 1/2) = [S2i+1 − S2i]/(2s)(6)

l(2i + 1/2) = [S2i+1 + S2i]/(2a)(6)

l =
1

v
~φ × ∂~φ

∂t
(6)
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A-1. Sørensen-Affleckの議論∼相関関数

Si = s(−1)i−1~φ + al, 〈Si · Sj〉 = s2(−1)i+j〈~φi · ~φj〉 + a2〈li · lj〉

[aq, a†
q′

] = 4πωqδ(q − q′), ωq =
p

q2 + m2,

~φ =

Z

dq

4πωq
(aqe−iωt+iqx + a†

qe+iωt−iqx)(5)

〈0|~φi · ~φj |0〉 =

Z

dq

4π
eiqx 1

p

q2 + m2
=

1

2π
K0(x/ξ) (ξ = 1/m)

e−|x|/ξ

2
p

2π|x|/ξ

グリーン関数が分岐点を上半面と下半面に一つずつもつ

〈Sz
0S

z
x〉 ∼ exp(−x/ξ)/

√
x(5)
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A-2. Sørensen-Affleckの議論∼エッジ状態

Open boundary condition(OBC)における端の S = 1/2スピンの相互作用

HI = −λ[s~φ(1) · S′

1 + al(1) · S′

1 − s~φ(L) · S′

L + al(L) · S′

L](5)

Z

D~φe−S(~φ)+
R

dτλ[S′

1·~φ(1,τ)−S
′

L·~φ(L,τ)] = e−Seff

Seff = −
λ2

2

Z

dτ1dτ2dqdκ

(2π)2
[S′

1(τ1) − S′
L(τ1)] · [S′

1(τ2) − S′
L(τ2)]

κ2 + q2 + m2
ei[q(L−1)−κ(τ1−τ2)]

(τ2 ≈ τ1 のまわりで、S′
1,L(τ2)をテイラー展開する。)

Heff = λ2
S
′
1 · S′

L

Z

dq

2π

1

q2 + m2
eiq(L−1) =

λ2S′
1 · S′

Lξ

2
e−(L−1)/ξ , (ξ = 1/m)

グリーン関数が極を上半面と下半面に一つずつもつ

Etriplet − Esinglet = Aξ exp(−(L − 1)/ξ)(5)
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A-3. 今回の問題への変形

相関関数を直接取り扱うより、singlet-triplet間のエッジ状態を
取り扱う方が問題の見通しがよくなる。

グリーン関数の特異性 関数形

相関関数 分岐点 変形ベッセル関数

エッジ状態 極 指数関数

　整合-非整合問題は、グリーン関数の特異性が影響している。

S(q)の解析において非整合領域では上半面と下半面に分岐点が二つずつある。

⇓
非整合領域では poleが二つずつ上半面と下半面にあるはず。

Etriplet − Esinglet = A sin(q(L − 1))e−(L−1)/ξ ??
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